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Wstep

Tematem niniejszej pracy sa dwie polempiryczne metody chemii kwantowej - Hiickla oraz
Parisera, Parra i Pople'a, a ponadto ich zastosowanie do wyznaczenia dlugosci fali odpowiadajace;j
maksimum absorpcji promieniowania w widmie UV-Vis liniowych poliendow o wiazaniach
sprzezonych, do szeregu ktorych naleza niektore duze uktady o znaczeniu biologicznym, jak B-karoten
i likopen (CyoHsg).

Wspomniane metody zostaly poprzedzone obszernym wprowadzeniem, w ktorym staratem sig
pokaza¢ ogolne zasady przyblizenia jednoelektronowego i metody liniowej kombinacji orbitali
atomowych. Przedstawiam przy tej okazji opis prostego uktadu, dla ktorego uktad réwnan sekularnych
daje si¢ rozwiaza¢ analitycznie i bez przyblizen, mianowicie czasteczki wodoru.

Pracujac nad tematem napotkatem takie zagadnienia, jak problem wyznaczenia catek
dwuelektronowych czy iteracyjne rozwiazanie rownan metody Parisera, Parra i Pople'a, ktore - cho¢
nie maja bezposredniego zwiazku z chemia - sa istotne, jesli idzie o praktyczne wykorzystanie wzorow
1 algorytmow dostarczonych przez teori¢. Z tego powodu doczekaly si¢ one rozwinigcia w
uzupelnieniu oraz “implementacji” w postaci dotaczonych na dyskietce 2 programow.

Wiele z podanych twierdzen i formut przedstawiam wraz z uzasadnieniami, ktore - jesli okazaty

sie dtugie - zostaty ujete w ciag znakow 17, aby oddzieli¢ je od tekstu gldwnego.



1. Separacja zmiennych elektronowych i jadrowych

Mozna powiedzie¢, ze zasadniczym problemem chemii kwantowe;j jest przystosowanie ogolnego
sformutowania mechaniki kwantowej stanéw stacjonarnych, ktorej podstawe stanowi niezalezne od
czasu réwnanie Schrodingera

Y =EY,
do opisu uktadoéw tak skomplikowanych, jak czasteczki zbudowane z elektronow i jader w lacznej
liczbie nierzadko rzedu setek. Dla kazdego elektronu i jadra mamy 4 wspolrzgdne: 3 przestrzenne i 1
spinowa. Liczba zmiennych, od ktorych zalezy funkcja falowa ¥, opisujaca stan ukladu, jest wigc

ogromna.

1.1. Hamiltonian elektronowy

Na pelny operator energii (hamiltonian) czasteczki sktada si¢ wiele udziatéw, reprezentowanych
przez operatory: energii Kinetycznej elektronéw (IZ), energii ich oddzialywania z jadrami (U on )
energii oddziatywania pomiedzy elektronami (Uee ), energii odpychania jader (U,m) oraz energii
kinetycznej jader (fn ). Zatem

H=T+U,+U,+U, +T,
Wobec niewielkiej masy elektronéw w poréwnaniu z masa jader naturalnym wydaje si¢

zatozenie, ze rozklad elektrondw w czasteczce zalezy jedynie od chwilowego rozktadu jader, nie

zalezy natomiast od ich ruchu. Zatem do opisu zachowania samych elektrondéw mozna postuzy¢ sie¢
uproszczong funkcja elektronowa, ‘V,, zalezna od potozen i spindéw wszystkich elektronéw oraz
parametrycznie od polozen jader. Polozenia jader sa traktowane jako parametry zadajace geometri¢

drobiny. Funkcj¢ elektronowa znajdziemy rozwiazujac zagadnienie wlasne operatora zwanego

hamiltonianem elektronowym zdefiniowanego jako

H,=1,+0,+U0,+U,
Podobnie jak funkcja elektronowa operator ten zawiera polozenia jader jako parametry. Mamy wigc
H M, =EY,, gdzie E, jest energia elektronowa zawierajaca wszystkie formy energii czasteczki
oprocz energii kinetycznej jader.
1.2. Przyblizenie Borna-Oppenheimera
Jezeli bedziemy osobno traktowac¢ czg$¢ elektronowa ('¥,), a osobno jadrowa (¥, ), to pelna

funkcja falowa bedzie mie¢ w tym przyblizeniu postaé

A



a cze$¢ jadrowa moze by¢ wyznaczona z rGwnania

(7 +E ), -E, %,

gdzie E,  jest catkowita energia molekuty.

tot

Do bardzo prostych obliczen zawartych w niniejszej pracy wyznaczanie funkcji jadrowej nie
bedzie w ogdle potrzebne, do wielu bardziej zaawansowanych model Borna-Oppenheimera w
zupetos$ci wystarczy, ale nalezy zaznaczy¢, ze zatozenie o mozliwosci faktoryzacji funkcji falowej na
funkcje elektronowa i1 jadrowa, a tym bardziej cale rozpatrywane przyblizenie moze si¢ okazaé
nieuzasadnione. Niekiedy celowe jest zbadanie sprzgzenia ruchow elektronow i jader. Moze to

prowadzi¢ do nowych jakosciowo zjawisk (np. zjawisko Rennera).

2. Przyblizenie jednoelektronowe

2.1. Wprowadzenie
Po zastosowaniu przyblizenia Borna-Oppenheimera, ktére zwykle okazuje si¢ uzasadnione dla
czasteczek, funkcja falowa jest iloczynem czesci jadrowej i czesci elektronowej. Dalszym obiektem

zainteresowania bedzie dla nas funkcja elektronowa, dla ktorej mamy zagadnienie wlasne:

HY =EY,
Roéwnanie to jest nadal zbyt skomplikowane i zachodzi potrzeba dalszego jego uproszczenia.
Najbardziej istotnym przyblizeniem funkcji jednoelektronowej w mechanice kwantowej jest

przyblizenie jednoelektronowe. Polega ono na przyporzadkowaniu kazdemu elektronowi w uktadzie

funkcji falowej jednoelektronowej, zaleznej wytacznie od jego wspotrzednych, zwanej spinorbitalem

i wyrazeniu funkcji wieloelektronowej ‘¥, przez spinorbitale.

2.2. Formalizm matematyczny

Poniewaz w dalszej czg$ci bedziemy wielokrotnie korzysta¢ ze spinorbitali, to konieczne staje
si¢ sprecyzowanie tego pojgcia i wyrazenie jego wlasnosci w abstrakcyjnym jezyku algebry.
Niech uktad zawiera n elektronow. Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

= (xl., Vis zl.) - wektor polozenia danego elektronu,
. (rl,. ot )- wektor potozen wszystkich n elektronow,

* P -zbiér mozliwych wektorow r;, czyli przestrzen konfiguracyjna danego elektronu,

v
X

...x P - zbiér mozliwych wektorow (rl,. o, ), czyli przestrzen konfiguracyjna (calego

ukladu

* 0,-wspélrzedna spinowa danego elektronu,

. (01 yeees Un) - wektor zbudowany ze wspolrzgdnych spinowych wszystkich n-elektronow



= S - zbidr dostepnych wartosci wspotrzednej spinowej dla danego elektronu. Zawiera dwie

1

wartosci: +1/21-1/2.

= §,x...x S -zbior mozliwych wektorow (cr1 yeons O ), czyli przestrzen spinowa ukladu,

" g = (ri, Gl.) = (xl., VisZ;, Gl.) - wektor zawierajacy 3 wspdlrzedne przestrzenne i1 1 spinowa dla
danego elektronu,

. (% yeees qn) -wektor zbudowany ze wspotrzednych przestrzennych i spinowych wszystkich n
elektronow

» Q=P xS, -zbior mozliwych wektorow ¢;, czyli przestrzen konfiguracyjno -spinowa danego
elektronu

» O X...xQ, -zbior mozliwych wartosci g, czyli przestrzen konfiguracyjno-spinowa uktadu.

Przestrzen konfiguracyjno-spinowa O, x...x(Q jest zatem 4n wymiarowa, bo kazdy jej wektor
zawiera n sekwencji 4 liczb determinujacych potozenie i spin kazdego z n elektronow. Opisana
poprzednio zespolona funkcja elektronowa (nazywana tez funkcja wieloelektronowa) jest okreslona

wilasniena Q, x...xQ, :
Y, :0x..x0 —>C

Spinorbital ¢, jest zespolona funkcja' wspotrzednych jednego tylko, powiedzmy j-tego
elektronu. (Poniewaz czastki sa nierozrdznialne, to jej postac jest taka sama dla kazdego elektronu,
ktory bedzie nia opisywany. Cho¢ numeracja jest tylko umowna, to przy obliczeniach czgsto jest
konieczne pamigtanie, po wspotrzednych ktorego elektronu liczy sig catke).

Bedziemy stosowac notach:(p[(q j), co oznacza j-ty elektron opisywany i-tym spinorbitalem,
lub krotsza forme zapisu tego samego, mianowicie @, ;). Oczywiscie ¢,(;):Q; = C.

Chcemy traktowac spinorbitale jako wektory przestrzeni unitarnej, a liczenie z nich calek jako
wyznaczanie iloczynu skalarnego w tej przestrzeni. Ten formalizm posiada liczne zalety, w
szczegdlnosci umozliwia zapisywanie rOwnan w bardzo zwartej postaci, co jest uzyteczne przy

dhuzszych wyprowadzeniach.

Dla porzadku podajmy jeszcze zapis, ktory bedzie odtad konsekwentnie stosowany:

(0,(9) 4]0, (9)) = [0,(a) 40, (9)dq .

gdzie A oznacza dowolny operator liniowy na przestrzeni funkcji Q — C.

2.3. Wyrazenie funkcji wieloelektronowej przez spinorbitale

! Oczywiscie porzadna i unormowana.



Zasadnicza sprawa jest w tym momencie ustalenie, jak funkcja wieloelektronowa ¥, wyraza si¢
przez spinorbitale. Postulujemy dla niej nast¢pujace warunki:

1. Poniewaz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen niezaleznych jest réowne iloczynowi
prawdopodobienstw, zadamy, aby funkcja ¥, miata posta¢ “typu iloczynu” spinorbitali, z
ktorych kazdy odnosi si¢ do niezaleznych, jak zaktadamy, elektronow.

ii. Poniewaz numeracja elektrondw jest czysto umowna, zadamy, aby przenumerowanie dwoch
dowolnych elektronéw spowodowato zmiang znaku funkcji wieloelektronowe;j’.

iii.  Jezeli spinorbitale sa ortonormalne, to ¥, jest unormowana.

Poszukiwane wiasnosci i-iii posiada tzw. funkcja wyznacznikowa Slatera:

(Pl(%) (Pl(%) (Pl(qn)
1 (Pz(%) (Pz(%) (Pz(qn) 1

R I v~ L LT
0,(a) 9.(4:) - o.lq,
Wriasno$ci wyznacznika czynia zado$¢ interpretacji probabilistycznej i antysymetrycznosci, a
stata l/ M potrzebna jest do unormowania ¥, .

[ Istotnie, przekonajmy sie, ze tak okreslona funkcja wieloelektronowa spetnia punkt iii:

LPe> = %<det(@#(1’)) det((P#(V)»

Skorzystajmy z jawnej postaci wyznacznika, gdzie wystepuje symbol Levi-Civity &, ..

(¥

e

L, - Mamy

zatem:

(¥,

‘Pe>=%< Z%...,un%lm~--(Pz~,,<n> Zevl,...,v,,@w--@v,,<n)>=
Hiseos Hy ViseesVy

1
ul Z Zf"‘u.,u.,ungv],...,vn<%.(1)---<Pz-n<n>
Hyseees g ViseonsVy

D)0y, (n)>

Spinorbitale sa unormowane, a kazdy z nich zalezy tylko od 4 wspotrzednych danego elektronu.

Iloczyn skalarny pod suma rozpadnie si¢ wigc na iloczyn wyrazen typu <(p (1) (Pvl(1)> =0 v, - DO

sumy daja wigc wklad tylko takie wyrazy, w ktorych 4, =v,, ..., yu, =v,. Zatem:

_ 1 2
<LP€ LPe> ol zgﬂl,...,u,,
Hiseos Hy

Jednak wszystkie symbole &, ~, podniesione do kwadratu dajg 1 lub 0. Powyzsza suma wynosi

wigc po prostu n!, bo tyle jest n-wyrazowych permutacji. Stad funkcja wieloelektronowa jest

rzeczywiscie unormowana. [

? Znak musi si¢ zmieni¢, poniewaz elektrony sa fermionami



2.4. Energia elektronowa w przyblizeniu jednoelektronowym
Zajmijmy si¢ teraz zagadnieniem calkowitej energii uktadu w przyblizeniu jednoelektronowym.

W ukladzie jednostek atomowych® hamiltonian elektronowy przyjmie posta¢:

H, = Z[‘%sz >l ZLJ

ERORNER )
gdzie uwzgledniono energi¢ kinetyczna danego i-tego elektronu, energi¢ potencjalng w polu A-tego

jadra oraz energi¢ potencjalng oddzialywania naszego i-tego elektronu z j-tym. Laplasjan zalezy
jedynie od wspotrzednych i-tego elektronu, co notujemy V(). Odleglo$é i-tego elektronu od A-tego

jadra zalezy tylko od polozenia tego elektronu, co notujemy Tai) - Odlegto$¢ miedzy elektronami i

oraz j zalezy od wspotrzednych obu czastek, dlatego zapiszemy * Wyrazimy teraz catkowita

Tita) -
energig elektronowa, E,, ktora dalej bedziemy oznaczac po prostu E, przez spinorbitale.
O Zgodnie z postulatem o wartosci $redniej energia elektronowa wyraza si¢ wzorem:

H

e

E=(¥

e

¥,

Obliczmy wartos¢ tego iloczynu skalarnego podstawiajac za ‘¥, funkcje wyznacznikowa

VA 1

—/_1 1 2 4 1

= (frdetlo, ) (— Vi 2D ] Frdetle, )
i A4 T4y <t Yii)

Od operatora energii kinetycznej dostaniemy nastepujacy przyczynek

,,.Z Z Z% it Evy v,,<(Pul<1>~--<Pun<n>

Biorac pod uwagg, ze laplasjan w powyzszym wyrazeniu dziata tylko na spinorbital obsadzony i-tym

Viule. )

Nalezy zauwazy¢, ze wystarczy wliczy¢ do sumy tylko wyrazy spetniajace warunek 4, = v, itd., skad

1v?

()P, <n>>

elektronem oraz, ze pozostalem spinorbitale sa unormowane, dostaniemy

_L
2D DI DI A A C WO

Ly ey VisesVy

wynika takze, iz u, = v, . Zatem

= n'z zgul <(P,,[ )’ Vz(i)’(l)uf(i)> - Z<®i(i)

LHyse

- iVz(z‘)’<l),-(,~)>

’ We wszystkich wyprowadzeniach bedziemy tu stosowa¢ uktad jednostek atomowych, poniewaz prowadzi on
do wyrazen szczegolnie prostych i przejrzystych.

* Ten formalny zapis i stosowanie duzej ilo$ci indekséw moze wydawac si¢ niepotrzebnie zbyt skomplikowany,
ale w opinii autora pozwoli on unikna wielu przypadkowych pomytek jakie moga nastapi¢ przy wprowadzaniu i

interpretacji np. catek dwuelektronowych.



gdzie zastosowano poprzednio wspomniang wiasno$¢ sumy kwadratow symbolu Lewi-Civity, oraz
fakt, ze przez zmiang porzadku sumowania mozna zastapi¢ yu; przez i. W ten sposob elektrony sa
ponumerowane tak, ze i-temu spinorbitalowi przypisany jest i-ty elektron, ale oczywiscie numeracje
elektronow mozna zmieni¢ - wazne, aby wysumowac po wszystkich zajetych spinorbitalach.
Przechodzac teraz do drugiego operatora stojacego w wyrazeniu na energig catkowita, operatora
oddziatywania z jadrami, zauwazamy tatwo, ze jego postac jest znowu zalezna tylko wspotrzednych
jednego elektronu. Przyczynek od tego operatora do energii catkowitej bedzie wigc wynosit (przez

analogi¢ do wyprowadzonego wzoru na Ek)

Ey =290 ‘ZFZ—A’ %)
‘ 4 74()

Podobny rachunek dla przyczynku od energii oddziatywan elektron-elektron, pochodzacy od
trzeciego operatora, 1/ () daje nieco inny wynik. W czasie obliczania wyznacznika do sumy wchodza
tylko te wyrazy, dla ktorych g, =v,dla k #i,j. Natomiast dla indeksow k=i, j wkiad do sumy
bedzie niezerowy jezeli

W, =V, oraz [, =v,
albo na odwrot:
W, =Vv,oraz [, =V,

W pierwszym przypadku

a w drugim

eyttt SV Ve e R R R

Stad ostatecznie suma przybierze posta¢ dwoch wyrazen:

EE=Z(

i

1 1
2 {0 ’r_’(pi(i)(pi(j)> B Z<(pi(i)(pj(./) ’r—

j<i (i) Jj<i (i)

(Pi(j)(P_/(i)>J 0.

2.5. Orbitale a spinorbitale
Funkcje jednoelektronowe, spinorbitale (zalezne od wspotrzednych przestrzennych i spinowych
danego elektronu) mozna wyrazi¢ jako iloczyn funkcji wspotrzednych przestrzennych danego

elektronu, zwanej orbitalem (i ), oraz funkcji spinowej, ktora oznaczamy przez a, gdy opisuje stan
o spinie +1/2 lub £, gdy spin jest przeciwny. Mamy wigc np.

Pij) = (Pi(qj): Vi (”_/ )O‘(O'_/)E Vin®,)
1 analogicznie dla funkcji . W powyzszym zapisie (rj)oznacza orbital o numerze i zajmowany

przez j-ty elektron, co - podobnie jak w wypadku spinorbitali notowaé¢ bedziemy tez jako Vi()-

10



Oczywiscie ;) P, —C. W tej konwencji @) = W%, 1 analogicznie dla funkcji S. Dla
porzadku dodajmy jeszcze, jak nalezy rozumie¢ diracowski zapis calki z orbitali:

Ay, )=, () Ay, (r)dr

<V/i

gdzie A jest dowolnym operatorem zaleznym od wspotrzednych k- i /-tego elektronu.
Z okreslenia spinu w mechanice kwantowej wynikaja nastgpujace jego wlasciwosci, ktore zaraz

sastosujemy w wyraseniu energii elektronowej przez orbitale:
<a(j) ’a(j)> =1
<a(j) "B(j)> =0
(Bl Bin) =1

Dzigki tym wiasnosciom mozna w szczegoélnosci wyrazi¢ catki ze spinorbitali przez catki z

orbitali.

O Jezeli A oznacza dowolny operator nie zawierajacy spinu (tzn. niezalezny od wspoétrzednych

spinowych), a @ spinorbital bedacy iloczynem y przez odpowiednia funkcj¢ spinowa, powiedzmy o ,

to
(oldlo)=(v]4w)
Jezeli @, ¢, to dwa spinorbitale postaci ¢, =y, ¢, =y, lub ¢, =y,5, ¢, =y,[,t0
<(P1 A (P2> = <V/1 A ‘/’2>
gdy natomiast @, =y, ¢, =y, to
(@|49,)=0.

Dowod tych wlasnosci opiera si¢ na osobnym catkowaniu po wspotrzednych spinowych i
przestrzennych, co wolno uczynié, bo spinorbital zostat rozbity na iloczyn 2 funkcji, z ktorych kazda

zalezy tylko od jednych. O

2.6. Wyrazenie catkowitej energii elektronowej przez orbitale

PokazaliSmy powyzej, ze calkowita energia elektronowa w ujeciu jednoelektronowym rozpada
si¢ na sum¢ trzech wyrazen: Ex - energii kinetycznej elektronéw, Ey - energii potencjalnej
oddziatywania wszystkich elektrondw z wszystkimi jadrami oraz Er - energii potencjalnej
oddziatywania miedzy kazda para elektronow. Kazdy z tych trzech przyczynkéw okazat si¢ by¢ suma
pewnych catek ze spinorbitali powigzanych odpowiednim operatorem, przy czym catkowanie nalezato
wykona¢ po wspotrzednych kazdego z elektronow (Ex i Ey) badz po wspotrzgdnych kazdych dwoch
elektronow (Eg). W kazdym z tym przyczynkow zastapimy teraz spinorbitale orbitalami.

00 W wyrazeniu na Ex stoi suma catek typu

(o4 o)) =(,(9) -1V (q)0.(a))

11
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(Poniewaz wystepuje tu catkowanie po wspodtrzednych jednego tylko elektronu mozna zrezygnowac z
indeksowania elektronow, ktore jest zreszta umowne). Poprzez zastosowanie powyzszych rozwazan o

catkach z funkcji spinowych mozna ta catkg zapisac jako
i) -5V (rfwi(r)) O

0 W wyrazeniu na Ey wystepuje suma wyrazen typu
Z, Z
iy |~ 27 1Py = (Pi(Q)_ A (Pi(q) ’
(90| ;,,A([)’ o) =leda)l-2 e a)
ktore w podobny sposdb moze by¢ zapisana jako

W-Z ) o

Wyrazenie

W) -3v(r)-2

4 Ty\r

(M r))=h,

nazywa si¢ calka rdzemiowa (/). Wyraza ona (sumarycznie) energi¢ kinetyczna i potencjalng

oddzialywania z jadrami danego elektronu (ktéry w powyzszym zapisie otrzymal umowny numer
”1,’).

[0  Energia odpychania miedzyelektronowego jest suma wyrazen typu

")

Zaleznie od wzglednej orientacji spinéw elektronow 17 1 ”2” wyrazenie to przyjmuje dwie

<(Pz-<1>(P;<z>’ p 1 <Pi<1>(Pj<z>> <<Pz< P)2)

12(12)

alternatywne postaci. Jezeli oba elektrony maja przeciwne spiny, czyli np. ¢, =y,ai ¢, =y, to

pOWYyZsze wyrazenie redukuje si¢ do jednego wyrazu poniewaz druga z calek znika:

<t//,()t//, W) = n v \’ ’\w, ()= J,

Wyrazenie to nazywa si¢ ¢calka kulombowska. Jezeli natomiast spiny sa przeciwne, to pozostaje takze

druga cafka i nasze wyrazenie jest roznica powyzszego J; oraz czlonu

K, =y ol ——|waw ) = (v, () ,<r2>\ﬁyw,.<rz>w,<n>>

Na(12)
nazywanego calka wymienng. [1
Fakt, ze energia odpychania dwu elektronow zalezy od konfiguracji ich spindéw mozna obrazowo
thumaczy¢ wzajemnym unikaniem si¢ tych czastek, gdy ich spiny sa zgodne, a w konsekwencji
mniejszemu prawdopodobienstwu zblizenia na mate odleglosci, gdzie odpychanie jest silniejsze i
brakiem tego efektu dla spindéw przeciwnych.
Dla potrzeb przyblizenia jednoelektronowego definiuje si¢ energie orbitalng elektronu

opisywanego i-tym orbitalem. Jest ona zdefiniowana jako suma catki rdzeniowej oraz wyrazen

12



J;badz J, — K, (zaleznie od wzglednej konfiguracji spindw), gdzie j przebiega po wszystkich

J

pozostatych elektronach.

N _
Zdefiniujmy formg zapisu v, =y, i ¥, =y, . Przyjmijmy tez, ze funkcj¢ wieloelektronowa

bedziemy zapisywa¢ w skrocie |@,,...Q,|. Zbior wszystkich orbitali rownocennych fizycznie ze

wzgledu na symetri¢ uktadu nazywa si¢ powloka. Gdy uktad zawiera same powloki zamknigte, tj.

kazdy orbital jest obsadzony przez parg elektronow, to mowi si¢ o uktadzie zamknigtopowlokowym.

W tym przypadku zawsze Y, =y, y,...y, v |. Okazuje sig, ze dla stanu zamkni¢topowlokowego

wyrazenie na energi¢ orbitalng e; elektronu zajmujacego orbital y; jest bardzo proste. Posumowanie

przyczynkow od kolejnych orbitali i uwzglednienie faktu, ze K, = J,, pozwala zapisa¢ wzor
¢ =h+ (27, -K,)
J

Dla stanu zamknigtopowltokowego calkowita energia wynosi

E=Z&@+Z@%—Qﬂ+m,
i J

gdzie Vy okresla energig potencjalna odpychania jader.

2.7. Metoda Hartree-Focka znajdowania orbitali

Dotychczasowe rozwazania nie daja zadnej odpowiedzi na pytanie, jak znalez¢ orbitale, przez
ktore chcemy wyrazi¢ funkcje wieloelektronowa. Z chwila przyjecia przyblizenia jednoelektronowego
i slaterowskiej postaci ¥, nie spelnia ona juz rownania Schrédingera nalezy poszuka¢ zatem innych

zalezno$ci pozwalajacych wyznaczy¢ orbitale. Z pomoca przychodzi tutaj metoda zaproponowana

przez Hartree i Focka, w ktérej wprowadza si¢ operator F taki, ze jego warto$¢ srednia dla i-tego

poziomu energii jest rOwna energii orbitalnej odpowiadajacej temu poziomowi:

A

FV/i>

ei = <V/z (*)

Operator F nazywa si¢ operatorem energii jednoelektronowej (operatora Hartree-Focka). [stotny
uwagi jest fakt, ze tak zdefiniowany operator jest z zatozenia jeden dla wszystkich orbitali.

Zgodnie z zasadg wariacyjng w metodzie Hartree-Focka szuka si¢ takich orbitali
ortonormalnych, aby energia catkowita ukladu byla najmniejsza w ramach przyblizenia
jednoelektronowego. Mozna wowczas pokazaé, rozwazajac wpltyw rdézniczkowych zmian postaci

orbitali na energi¢ catkowita przy warunku ich ortonormalnos$ci, ze szukane orbitale y; sq funkcjami

wlasnymi operatora F o wartosciach wiasnych e;:

ﬁ"/’i(”): ei'//i(r) (**)

13



Wynika stad, ze F pemi w przyblizeniu jednoelektronowym rol¢ w pewnym sensie analogiczng
do roli hamiltonianu w $cistym ujeciu mechaniki stanéw stacjonarnych. Podobnie jak hamiltonian
wiaze ze soba energi¢ calkowita i funkcje falowa przez odpowiednie réwnanie wlasne (réwnanie

Schrodingera), tak operator Hartree-Focka wyraza zwiazek energii orbitalnej z orbitalem. W
odréznieniu jednak od hamiltonianu, operator F nie posiada prostej interpretacji fizyczne;.

Definicja (*) i twierdzenie (**) sa bardzo wazne. Dzigki (*) mozna powiazaé operator Fz
orbitalami, co wykorzystamy w nastgpnym punkcie do znalezienia jego jawnej postaci. Natomiast (**)

moze by¢ uwazane za rownowazne zasadzie wariacyjnej w odniesieniu do metody Hartree-Focka.

F wiec z jednej strony okresla energi¢ orbitali, a z drugiej jest sam zadany ich postacia.

Wszelki obliczenia metoda Hartree-Focka polegaja wigc - ogolnie rzecz biorac - na iteracyjnej
optymalizacji orbitali i operatora F , tak aby uzyska¢ najnizsza energi¢ calkowita. Ostatni warunek
jest spetniony jesli zachodzi (**). Dlatego wystarczy powtarza¢ iteracyjnie diagonalizacje F w bazie

ortonormalnej, a dla znalezionych kazdorazowo w ten sposéb orbitali wyznaczy¢ na nowo operator F
itd. Jest to powod dla ktérego sposob ten zalicza si¢ do metod samouzgodnionego pola SCF (ang.

Self Consistent Field).

2.8. Jawna postaé operatora Hartree-Focka

Wyrazmy h;;, J;; 1 K;; jako warto$ci oczekiwane pewnych operatorow. Wprowadzmy nastgpujace

definicje:
: A 1y72 Z,
= Operator rdzenia: h=—3V"=) —,
4 Ty
. 5o 1
* Operator kulombowski: J,:J f; = <l//j(2) ’ . ‘/’J(z)>f(1)a
12(12)
. 5 5 1
* Operator wymienny: K, K fu= <z//_/.(2)’ r ’f(2)>1//j(1)
12(12)

Przez ich wprowadzenie dostajemy calki 4, J;; 1 K;; w prostej postaci

h; = <l//i |]:l|l’//’>
Iy =l i)
K, = (v |K |wi)

Z poréwnania powyzszych wyrazen z definicja energii orbitalnej e, = i, + Z; (2J ; — K ij) wynika
nastgpujaca jawna postaé operatora Hartree-Focka (dla uktadéw zamknietopowlokowych)
F=h+Y (2], -K,)
J

14
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Wida¢é teraz, ze operator F' rzeczywiscie zalezy od postaci orbitali, bo operatory h, J 2 K sa

zadane za pomoca catek z orbitali.

3. Metoda SCF LCAO MO

3.1. Zalozenia

W metodzie tej (zaliczanej do klasy SCF) orbitale opisujace elektrony w czasteczce (orbitale
molekularne - MO) znajduje si¢ jako liniowa kombinacje¢ orbitali atomowych (ang. Linear
Combination of Atomic Orbitals - LCAO).

Idea rozktadu orbitali molekularnych na funkcje bazowe nie stanowi w zasadzie zadnego
uproszczenia - zatozeniem do$¢ podstawowym jest, ze orbitale tworza przestrzen wektorowa nad C, a
kazda przestrzen posiada bazg. Jednak w tej metodzie dokonuje si¢ bardzo istotnego zatozenia
upraszczajacego - postac tej bazy, ktora nie jest przeciez a priori znana, ogranicza si¢ z gory do
orbitali atomowych wzigtych z atomow tworzacych czasteczkg. Co wigeej, rzeczywista baza
przestrzeni rozwazanych funkcji nie musi by¢ w ogoéle skonczona. W LCAO MO naktada si¢ zatem
mocny warunek zaré6wno na postac, jak i liczbe wektoréw bazowych.

Zgodnie z tym co powiedziano’
=i,

gdzie c“isa wspolczynnikami kombinacji, a y, orbitalami atomowymi, o ktorych zaktadamy, ze

tworza bazg. Zdarza si¢ czasami w bardzo prostych metodach (m.in. w zastosowanej dalej metodzie

Hiickla), ze kazdy atom daje tylko jeden AQ°, co oznacza, ze sumuje sie po wszystkich atomach.

3.2. Réwnania sekularne metody LCAO MO

Powyzej podano bez dowodu, ze

ﬁWi(r):e[Wi(r)

Z tego faktu mozna tatwo wyprowadzi¢ rdwnania sekularne dla metody LCAO MO. Mamy
FZCQZ(I = eizcala
Mnozac przez y ;1 wyliczajac catkg po calej przestrzeni dostajemy

S {nbln)=eSlnle)

Wprowadzmy oznaczenia

> W tej pracy bedziemy si¢ stara¢ numerowa¢ kolejne funkcje bazowe wskaznikami greckimi (a, B,...). Od
umowy tej odstapimy tylko przy omawianiu metody Hiickla.

% AO - orbital atomowy, MO - orbital molekularny
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A

F

n I 7 —
element macierzy operatora Hartree-Focka Fy, = < X5 ;(a>

= calka nakladania® Spe = <Z i ’Z a>

Otrzymujemy ostatecznie

S (Fpo — S5 k% =0

a

lub w postaci macierzowe;j
(F - eis)ci =0,
gdzie C; jest kolumna wspotczynnikow i-tego wektora wlasnego stanowiacego rozwigzanie tego

uogolnionego zagadnienia witasnego macierzy F. Powyzsze rOwnania nosza nazwg¢ réwnan

sekularnych metody LCAO MO. Zwykle pomija si¢ indeks i’ przy energii orbitalnej i

wspotczynnikach c.
Warunkiem istnienia niezerowego wektora C (zerowy nie posiada sensu fizycznego) jest
det(F—eS)=0
Uktad rownan sekularnych jest nieoznaczony a w jego rozwiazaniach zawsze wystepuje jeden
parametr. Mozna go wyznaczy¢ z warunku unormowania znalezionych orbitali molekularnych ;

(danych przez wektory C,).

3.3. Réwnania na elementy macierzowe operatora Hartree-Focka

Dla bardzo prostych uktadéw (jak np. czasteczka wodoru lub polieny o wiazaniach podwoéjnych
sprzezonych w metodzie Hiickla) mozna wyznacza¢ rozwiazania rownan sekularnych badz doktadnie,
badz znalez¢ proste wzory analityczne zawierajace pewne elementy macierzy F jako parametry

(mozliwe do oszacowania z danych doswiadczalnych). Jednak w ogdlnosci, aby rozwiazaé rownania

sekularne potrzebna jest znajomos¢ elementdw Faﬁ. Mozna je znalez¢ podstawiajac za F jego jawna
posta¢, a za wystgpujace w niej Y, podstawi¢ liniowa kombinacj¢ AO. Uzyska si¢ po pewnych

przeksztatceniach wynik (réwnania Hartree-Focka-Roothaana dla stanéw

zamknietopowlokowych):

Fop = hyp + ZZPW(GW _%Gawtﬁ)
u v

gdzie mamy oznaczenia:

A

h

* calka rdzeniowa hos =X | X ﬁ'>

= calka dwuelektronowa Gp = <Za(1))(y(z) ’%’Zﬂ(l)}(v(z)> = (ZQZ/}’Z/JZV)
12

" Oznaczanej jako F.

¥ Moze by¢ tez uwazana za element pewnej macierzy S.
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= element macierzy ladunkéw i rzedéw wigzan
pyv = Zn_/cﬂjcv.f >
J
gdzie n; jest liczba elektronow obsadzajacych j-ty orbital. W szczegolnosci dla stanow

zamknigtopowlokowych n; = 2 (poziom zajgty) lub 0 (poziom niezajgty). Macierz p nosi tez nazwe

macierzy gestosci jednoczastkowej w bazie funkcyjnej { ;(a} .
Jak wspomniano obliczenia metodgq Hartree-Focka majq charakter iteracyjny. Gtéwna trudnoscia

jest obliczenie catek S,;, h,, a zwlaszcza G,

(zwykle nie dajacych si¢ znalez¢ analitycznie),
gdyz wystepujace w nich Slaterowskie orbitale, zwykle uzywane jako baza AO, nie sa wcale prostymi
funkcjami do catlkowania, a nie nalezy zapomina¢, ze calki dwuelektronowe sa szesciokrotne, co
sprawia, ze ich obliczanie przy niezbyt dopracowanym algorytmie moze obcigzy¢ bardzo nawet dosé¢
szybki komputer. Na szczgécie komplet tych catek wylicza sig tylko raz, a w kolejnych iteracjach

poprawia sig tylko elementy macierzowe p,, .

3.4. Zastosowanie do wyznaczenia orbitali atomowych i energii wigzania w czasteczce
wodoru (H,)
Zaktadamy, ze stan podstawowy czasteczki wodoru mozna opisa¢ wyznaczajac MO w bazie

orbitali 1s wycentrowanych na obu atomach (A, B) tworzacych czasteczke. Oznaczmy te funkcje

przez y ,, ¥ . Wprowadzmy parametryzacj¢ macierzy F dla uktadu H, w sposob nastgpujacy

F,=F,=a,

F,=F, = B
Macierz S ma nastepujace elementy

S =8,=1,

S,=8,=8.

Uktad rownan sekularnych ma nastepujaca posta¢ (chwilowo zastapilismy gorne indeksowanie ¢
dolnym):
(@ —eS)e, + fe, =0
{ﬂcl +(ax—eS)e, =0
Warunkiem istnienia niezerowego rozwiazania jest aby znikat wyznacznik gléwny tego uktadu, tj.
o —eS p
p a—eS

(1-5%)> +2(8S —a)e+(a® + B*)=0.

=0,

Rozwiazaniami sa:
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e, =

oes
a+

e, = ﬂ.
1-S

co mozna zapisaé
. _a+p
S E

Z drugiego z rownan sekularnych:

(@—e)c, +(B-pFate),=0

(Oz—e)(c1 102)20:>c2 =c Ve, =—(
Jak to zapowiedziano wczesniej, przy wyznaczaniu warto$ci wspotczynnikow kombinacji korzysta si¢
z warunku normalizacyjnego dla y (jezeli MO sa unormowane, to funkcja wyznacznikowa Slatera ¥
takze), ktory w_ogolnosci przyjmuje postaé C'SC=1. Dla naszego ukfadu (wspélczynniki ¢;, sa
rzeczywiste) cl2 +28¢,c, + cz2 =1.

— — =1 - _ — 1 —_ 1 ;
Dla ¢, =¢, mamy ¢ =¢,=7—. Dla ¢ =-¢, mamy ¢ =—1—=,¢ s - Uzyskujemy

ostatecznie
1 a—p
= — + A e =
v, TzS(ZA Zs) @ S
1 +p

a
v, —ﬁ(h —ZB), € —ﬁ

Pierwszy z orbitali nosi nazwe orbitalu wigzacego (odpowiada mu mniejsza energia), a drugi (o
wyzszej energii) - orbitalu antywigzacego. W stanie podstawowym 2 elektronu obsadzaja z
przeciwnymi spinami orbital .

Zagadnienie energii wigzania. Calkowita energia wigzania w czasteczce H, jest to (w
zastosowanym przyblizeniu) roznica catkowitej energii ukladu H-H w stanie podstawowym (oba
elektrony z przeciwnymi spinami na orbitalu wi) i energii elektronowej w dwodch izolowanych

atomach wodoru 2H. Energia uktadu H-H wynosi:

E= z(zhﬁ +3 (27, —KU.)] +Vy
i J

Wyrazanie to w naszym wypadku bardzo si¢ upraszcza
E=2h,+J,+V,,

gdzie:

hy, = <V/1

A

h

A

h ZA> + 2012<ZB V;|ZA>

V/2> = 012<ZA + X5 W X4t ZB> = 2012<ZA
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Jyy = (t//lt//llwlwl)= cl4<m>2 +2 2.0 X50) F Xs0) ] ]zA + 20400 X50) F Xs2) > =

Ha(12)

= ' W)+ 2 de )+ (aalrsrs)+

+ 2t + ol s+ 20zl 120+

+ ottslraza)+ 2s sl iazes )+ Uzl 225 =

= &'+ 80l « 2 ars)+ Maal iz )

Calki wystgpujace w tych wyrazeniach mozna znalez¢ w literaturze, wzglednie te wystepujace
wyrazeniu na h,; wyznaczy¢ analitycznie, a calki dwuelektronowe - numerycznie’. We wspotczynniku
¢ kryje sie takze catka naktadania S = < X4 ’ x B> . Ponizsza tabela zestawia ich wartosci dla zatozone;j

arbitralnie odlegtosci miedzy atomami wodoru rownej 1,4014 a.u. (doswiadczalnie zmierzona dlugosc¢

wigzania w czasteczce wodoru).

Calka Wartosé
(Zalxs) 0,753

(2ali 2.) 1,110 a.u.
(sl 2.4) 20,968 a.u.
(razdlzaz,) |0-625au
(razilzazs) |0420au
(tazilzsns) |0-504au.
(tazslazs) 0323 au

Stad obliczamy: ¢ =0,534. E=-1,807+1/1,4014 =—1,091 a.u. Energia elektronéw w 2 atomach

wodoru w stanie podstawowym = -1,000 a.u. Stad energia wiazania wynosi D=0,091
a.u./czasteczke=239 kJ/ mol.

Tak obliczona energia wigzania ro6zni si¢ az o 100% od wartosci rzeczywistej (432 kJ/mol).
Przyczyny tak duzej rozbiezno$ci jest oczywiScie przyjecie bardzo uproszczonego modelu, a
szczegoblnie jego dwie cechy:

= Nieuwzglednienie korelacji elektronowej a jedynie statystyczny opis oddzialywania
elektron-elektron za pomoca calek dwuelektronowych (wada wspolna dla wszystkich
metod przyblizenia jednoelektronowego).

= Zbyt mata baza.

? O obliczaniu catek jedno- i dwuelektronowych zob. w dodatku.
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Drugi czynnik wyniki z przyjetego zatozenia, ze bazg LCAO tworza jedynie orbitale atomowe obu

atomow H obsadzone w stanie podstawowym. Taka baza (dwufunkcyjna) jest skrajnie mata a warunek

¢, = *¢, jaki znalezliSmy ze znikania wyznacznika glownego ukladu rownan sekularnych mogt by¢

uzyskany z samej symetrii uktadu. Biorac jeszcze pod uwagg, ze bezwzgledne wartosci ¢;,c, sa do

wyznaczenia z unormowania orbitali otrzymujemy zastanawiajacy, aczkolwiek oczywisty rezultat -
nie bylo Zadnego parametru wariacyjnego! Jest to prawdopodobnie gléwna przyczyna biedu.
Thumaczy ona poprawnie obserwowany kierunek odchylenia - obliczona wartos¢ energii elektronowej
jest zbyt duza - co wynika wprost z zasady wariacyjnej: catkowite energie przyblizen szacuja wartos¢

prawdziwa od gory.

4. Specyfika uktadéw rn-elektronowych. Metoda Hiickla.

4.1. Przyblizenie n-elektronowe

Czasteczki organiczne ze sprz¢zonym uktadem wiazan nt sa - gdy patrze¢ na nie w sposob Scisty
- bardzo zlozonymi obiektami. Jednakze wydaje si¢ (co jest takze w pewnym sensie potwierdzone w
eksperymentach), ze wiele wlasciwosci tych czasteczek moze by¢ wyjasnione i to nawet ilo§ciowo
przy ograniczeniu si¢ do elektronow 1.

Zaktada si¢ zupelnie inny (jako$ciowo) charakter elektronéw na orbitalach typu © w stosunku do
elektronow rdzeni atomowych czy obsadzajacych orbitale 6. Przyjmuje sig, ze elektrony 7 sa zrnacznie
stabiej zwiqzane oraz, ze wszelkie przejscia pomiedzy poziomami energetycznymi orbitali m nie
oddziatluja na reszte elektronow, tworzacych w tym modelu rodzaj szkieletu czasteczki. Elektrony ©
mozna sobie natomiast wyobraza¢ jako ruchliwq ciecz, nie oddziatujaca na ten szkielet. Trzeba tu
zauwazy¢, ze podobne zatozenie czyni si¢ sprowadzajac opis czasteczek do ruchu elektronow w polu
nieruchomych jader, tyle tylko, Zze tam przyblizenie takie jest znacznie bardziej uzasadnione - masy
jader sa dziesiatki tysigcy razy wigksze od masy elektronu.

Przyblizenie © elektronowe stanowi bardzo znaczne uproszczenie rzeczywistosci i1 nalezy sig
liczy¢, ze rezultaty, cho¢ dadza si¢ uzyska¢ w stosunkowo prosty sposob, moga znacznie odbiega¢ od
rzeczywistosci lub nawet - w skrajnym wypadku - posiadaé tylko charakter jakosciowy. Mimo to
zatozenia lezace u podstaw przyblizenia n-elektronowego nic sa catkiem nieuzasadnione i maja one
duzy zwiazek z intuicja chemika organika, ktory wtasnie w taki sposob patrzy na elektrony orbitali 7.

Wyrazajac zalozenia przyblizenia m-elektronowego w bardziej Scisly sposoéb powiemy, ze
funkcja elektronowa jest iloczynem'® czeéci o- i m-elektronowej. Dodatkowo czgs¢ o-elektronowa jest

jednakowa dla wszystkich stanéw elektronow m:

10 Zaniedbuje sie zwykle konieczno$é nieodroznialnosci elektrondw o i w poniewaz te pierwsze nie wystepuja w

opisie na sposob jawny (a jedynie wptywaja na wypadkowe oddziatywanie n-elektrondow z reszta czasteczki),
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‘Pe,i = To"{lﬂ,i
Energia elektronow =m jest suma ich energii kinetycznej, oddzialywania z jadrami, elektronami
powlok wewngtrznych i wiazan ¢ (ogot tych oddziatywan nazywa si¢ oddzialywaniem z rdzeniem)

oraz energia odpychania tych elektroné6w migdzy soba. Tak wigc mozemy zapisa¢ hamiltonian n-
elektronowy jako
o, = Z(ﬁfﬁU"‘”WZL]a
i i<i i)
gdzie U“"(;) jest energia potencjalna oddziatywania z rdzeniem. Dodajmy, ze w metodach 7-
elektronowych wielko$¢ ta jest w wigkszym lub mniejszym stopniu wyrazana przez parametry
empiryczne.
Oznaczmy przez y; orbitale 2p. atoméw wegla (gdyz obiektem naszego dalszego zainteresowania
beda tylko polieny). Przyjmujemy, Ze atomy wegla dostarczajace tych orbitali maja hybrydyzacje sp’,
i kazdy z nich dostarcza 1 elektron na orbitalu p,. Bedziemy uwazaé, ze wszystkie te atomy leza w

jednej ptaszczyznie, cho¢ nie zawsze jest to prawda. Zwykle jednak katy skrecenia nie sg duze.

4.2, Pétempiryczna metoda Hiickla
Przyjmujemy za Hiicklem nastgpujace zalozenia:
1. Bazg LCAO tworza orbitale p, poszczegdlnych atomow (po 1 orbitalu na atom)
ii. Calki nakladania moga by¢ zaniedbane dla orbitali p, wycentrowanych na réznych
atomach, tzn. S, =6,
1il. Elementy macierzowe operatora Hartree-Focka moga by¢ poddane parametryzacji
empirycznej jak nastepuje:
* Element diagonalny F;, zalezy tylko od rodzaju atomu, od ktérego pochodzi y, (ew.
takze od liczby dostarczonych elektronéw m),
* Element pozadiagonalny F; zalezy od rodzajow oby atomow dostarczajacych x,, 7,
co wigcej, jest zwykle zaniedbywany jesli 7, j nie sa sasiadujacymi atomami.
Oznaczamy  «, =F,, B, =F;. Mamy np. a,Q, Bcc, Pey itd.
Bardzo istotne jest drugie z powyzszych zalozen, rownowazne stwierdzeniu, ze macierz catek
naktadania jest jednostkowa (1). W takim razie rownania sekularne mozna przepisac jako
(F-el)C=0 (*)

czyli jest to zwykte zagadnienie wilasne.

dlatego wyrazenie na ¥, ma formg iloczynu. Gdyby zaszta potrzeba Scislego ujgcia zagadnienia przed ¥,

powinien wystapic operator antysymetryzacji: ‘¥, ; = IZI‘I’U‘I’” .
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4.3. Polieny liniowe C,H., w metodzie Hiickla
Ponumerujmy atomy wegla tworzace rozwazany tancuch liczbami naturalnymi 1, 2,..., n.

Powyzsze rownania (*) mozna zapisa¢ w §wietle zatozen Hiickla jako:

a.—e  Pee 0 0 0 c'

Pec ac—e P - 0 0 ¢’
0 Boe Oc—€ .. 0 0 | 0

0 0 ac—e  Pec "

0 0 Bee ac—e)

otrzymujemy ten uktad w formie

=0
00 0 .. a 1]
00 0 .. 1T a)lc"
Wykazemy teraz, ze rownania te bedq spetnione jesli
a=-2cosB ¢/ = Asin(jB+C); j=12,..,n

O Istotnie, wezmy dowolne z rownan, wyjawszy pierwsze i ostatnie,
M tac’ +¢ =0
Biorac a,c’, okreslone jak wyzej, obliczamy lewa strone:
Asin((j—1)B+C)—2cosB- Asin(jB + C)+ Asin((j +1)B+C) =
= Asin(jB + C)cosB - Acos(jB + C)sinB —2cosB- Asin(jB + C)+
+ Asin(jB + C)cosB + Acos(jB + C)sinB =00

Z kolei pominigte réwnania 1 i n umozliwiaja wyznaczenie wartosci B,C.

0 Rozwazmy pierwsze z rownan

ac' +¢* =0
—2cosB- Asin(B +C)+ Asin(2B+C)=0
AsinC =0
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Kiladac A=0 otrzymamy rozwigzanie zerowe. Zatem C=km;k=0,+1,£2,.... Poniewaz
Sin(x + k7r) = (— l)k sin x , to warto$¢ C wpltywa co najwyzej na znak wspotczynnikow LCAO (c¢%),
ktory nie ma fizycznego znaczenia. Mozna wiec przyja¢ C = 0.
Z ostatniego réwnania

c"'+ac" =0

Asin(n — l)B —2cosBsinnB =0

sin(n + l)B =0
Zatem

kr

B= ;
n+l

k=0,£1,+2,..

Jezeli k=0 to znowu nie uzyskamy zadnej fizycznej funkcji falowej. Warto$ci ujemne sa rownowazne
odpowiednim warto$ciom dodatnim, gdyz odpowiadaja one jedynie funkcji falowej z przeciwnym
znakiem. Poczawszy od k=n+1 wartosci sinB zaczynaja si¢ powtarza¢. Stad wynika, ze wszystkie
interesujace warto$ci wspotczynnikow kombinacji liniowej uzyskamy biorac k£ =1,2,...,n.0

Mamy zatem

krm
a, =—2co0s ,
n+1

¢y = Asin(kj—ﬂj; k=12,...n.
n+1

Warto$¢ 4 mozna wyznaczy¢ z warunku normalizacyjnego. Wynosi ona A4 = ,/2/ (n + 1) .
O Istotnie, warunek normujacy funkcj¢ falowa moze by¢ zapisany w metodzie jako Hiickla jako
c'c=1

Yle'f =1

j=1
AZZ:sin2 B _ 1
= n+1

Zauwazmy, ze cos2x = 1—2sin’ x = sin® x = (1 — cos 2x)/2 . Zatem

2kjm

il—cosﬁ_n 1< 2kr

- COS

2 2 2=

j=1
Wystepujacy tu szereg rzeczywisty mozna zastapi¢ czeécia rzeczywista nastgpujacego szeregu
geometrycznego o wyrazach zespolonych

2km

n [th i el n+l (1 _ el w1 ) el n+l eZkl”
z em | = - =-1

2k 2k

11— 11—
7= l_e n+l l_e n+l
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Zatem

A=,> 0O
Podsumujmy, dzigki przyblizeniu Hiickla otrzymujemy (przez podstawienie do uzyskanych
wyzej wynikdw a z(ac —e)/ Pec 1 drobne przeksztalcenia) nastgpujace proste wzory na energie

orbitalne i sktadowe orbitali molekularnych w bazie orbitali 2p, atomow wegla tworzacych rozwazany

lancuch:

kr
e =a.+2P cosﬁ,

2 . kr
¢k =,——sin——
n+l n+1

(wskaznik gérny oznacza sktadowa MO, dolny numeruje MO rosnacej energii).

4.4. Energia najnizszego wzbudzenia elektronowego
Glownym zagadnieniem do jakiego si¢ zblizamy bedzie proba obliczenia diugosci fali

odpowiadajacej maksimum absorpcyjnemu w widmie polienow (A

max ) - Zagadnienia spektroskopii
zwykle przerastaja metody jednoelektronowe i daja si¢ zadowalajaco rozwiaza¢ dopiero dzigki
mieszaniu konfiguracji, co jednak znacznie wykracza poza zakres poruszanych tutaj problemow. Tym
niemniej, jesli chodzi o czasteczki organiczne z wigzaniami 7, a w szczegdlnosci polieny, mozna si¢

pokusi¢ o dokonanie jakiego$ przyblizenia A

max

nawet na gruncie metody Hiickla. Przyjmiemy przy

tym ze A =hc/AE, gdzie AE jest energia potrzebna na przeniesienie 1 elektronu z orbitalu

HOMO na LUMO". Zatozenie to wydaje si¢ byé uzasadnione, bo przejicia pomiedzy innymi
poziomami energii prawdopodobnie nie bgda odpowiada¢ za maksimum absorpcyjne (zdecydowanie
najwieksza cze$¢ czasteczek znajduje sie¢ w stanie podstawowym). Poprawne obliczenie AE w
przyblizeniu jednoelektronowym wygladatoby nastepujaco: jest to roznica catkowitej energii
elektronowej dla stanu wzbudzonego (otwartopowltokowy, singlet) i energii stanu podstawowego. Z
tego sposobu nie mozna, niestety, korzystaé w przyblizeniu Hiickla z dwoch powodéw: metoda nie
nadaje si¢ do opisu stanéw otwartopowtokowych oraz nie mamy mozliwosci obliczenia catkowitej
energii elektronowej (potrafimy wyznaczy¢ tylko energie orbitalne, ale energia catkowita nie jest
oczywiscie ich suma). Dlatego, zaktadajac ”zamrozenie” pozostalych elektrondw, bedziemy szacowac
AE jako réznice energii LUMO i HOMO w stanie podstawowym. W oczywisty sposob to

przyblizenie jest grube, gdyz zmiana stanu ostatniego elektronu ma wplyw na stan pozostatych, a to z

"HOMO - Highest Occupied Molecular Orbital - najwyzszy zajgty orbital molekularny,
LUMO - Lowest Unoccupied Molecular Orbital - najnizszy niezajgty orbital molekularny.
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kolei na energie poziomu, na jaki ten elektron wedruje. Poziomy energetyczne zatem ulegaja
przesunigciu. Dodatkowym czynnikiem, ktérego w ogole uwzgledniamy (i uwzgledni¢ nie mozemy w
tak prostym modelu), jest oddziatywanie spindéw. Pomimo tak licznych wad opisany sposob

wyliczenia AE jest jedynym jaki mozna zastosowa¢ w metodzie Hiickla.

4.5. Prosta, empiryczna parametryzacja elementéw macierzowych operatora Hartree-
Focka
Zanim jednak wyznaczymy energi¢ przeniesienia 1 elektronu z HOMO na LUMO i
odpowiadajaca jej dtugosc¢ fali musimy zna¢ sposdb wyznaczenia elementow macierzowych operatora

Hartree-Focka. W metodzie Hiickla zadanie to zostalo zredukowane do znalezienia dwoch

parametrow: elementu diagonalnego (¢«;) 1 pozadiagonalnego (ﬁy ). W licznych metodach

poélempirycznych stosuje si¢ nastepujace ich oszacowanie:
”i”

* a,=~—1,,gdzie I, jest pierwsza energia jonizacji pierwiastka

99299 99:99

gdzie: [,,1; - energie jonizacji ’i”, j”, S - catka nakladania w bazie

" By %([i +1/)K i
orbitali atomowych, K - empiryczny wspotczynnik o wartosci 1.75 (niekiedy szacowany
na inna wartos$¢ z zakresu 1.5 - 2.0)

W szczegblnoscei dla rozwazanych polienow o, =—10.7eV; jesli przyjmiemy dlugos¢ wiazania

0.140 nm (posrednie migdzy pojedynczym, a podwojnym) to catka naktadania orbitali 2p, z dwoch

sasiednich atomow wegla ma warto$¢ 0.320. Stad S, =—-5.99eV.

4.6. Obliczenie A« dla B-karotenu

Dzigki znalezionym wzorom na energie orbitalne mamy:

* Energia HOMO: ¢,, =, + 2Pcc cos 2(:71 1)
72'(7’1 + 2)

=  Energia LUMO: e =a.+2 cCoOS——
g n/2+1 c Bee 2(n+1)

n(n+2) mn . T
AE=2 - _4 T
Stad Pec [COS 2041) 2t 1)} Peclsin 2(n+1)

Odpowiadajaca dlugo$¢ fali wyraza si¢ wzorem

he { ) V4 }1
Aax. = sin
4Bl 2(n+1)
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Mozemy w ten sposéb obliczy¢ dla B-karotenu (gdzie przyjmujemy n=18"%), ze A =627nm. W

widmie karotenu maksimum odpowiada dlugosci fali 450 nm (btad wzgledny 38%). Wydaje sig, ze
wynik nie jest najgorszy, zwlaszcza jesli wzia¢ pod uwagg prostote metody. Jednak doktadniejsza
analiz¢ odtozymy do nastgpnego rozdziatu, gdzie poréwnamy ze soba i z eksperymentem metodg

Hiickla oraz Parisera, Parra i Pople'a.

5. Metoda Parrisera, Parra i Pople'a (PPP)

5.1. Zatozenia

Pétempiryczna metoda PPP, popularna w latach 60- i 70-tych, zajmuje si¢ opisem struktury i
wlasciwosci czasteczek organicznych zawierajacych sprzezone wiazania m. Przy uwzglednieniu
mieszania konfiguracji nadaje si¢ dobrze do opisu widm absorpcyjnych wielu klas takich zwiazkdw.
W niniejszej pracy nie bedziemy si¢ posuwac tak daleko i poprzestaniemy na wykorzystaniu PPP do
wyznaczenia poziomow energetycznych w czasteczkach poliendw, co postuzy, podobnie jak w
metodzie Hiickla, do obliczenia energii przejs¢ HOMO — LUMO i oszacowania Ay, W widmie

absorpcyjnym. Dokonajmy teraz przegladu postulatéw metody Parisera, Parra i Pople'a.

1. Zaktadamy stosowalno$¢ przyblizenia m-elektronowego.
ii. Baze LCAO tworza orbitale p, poszczegdlnych atomoéw (po 1 orbitalu na atom)'.
iii. Sop = < XalX ﬁ> =3, podobnie jak w metodzie Hiickla.

A

iv. (Ocena_operatora rdzenia) Przyjmujemy, ze operator rdzenia, 4, wprowadzany w

metodzie Hartree-Focka mozna przedstawi¢ suma

oy = =3V 0+ 2 Uy + 2 Vai
o X

'2'W czasteczce tego zwiazku mamy w zasadzie 22 atomy wegla powiazane uktadem wiazan sprzezonych. Ale
dwa skrajne wiazania podwdjne naleza do pierScieni potozonych na obu koncach czasteczki. Nalezy si¢
spodziewaC, ze sprzezenie z tymi dwoma wigzaniami bedzie bardzo stabe, bo nie wydaja si¢ one leze¢ w
plaszczyznie z pozostalymi 18 - geometria czasteczki wymusza pewne skrecenie koncowych pierscieni.
Przyjecie takiego zalozenia dobrze tlumaczy, dlaczego w likopenie, gdzie oba wzmiankowane pier§cienie sa
otwarte i czasteczka moze przyja¢ bardziej “wyprostowang” konformacjg, w skutek czego dodatkowe dwa
wiazania podwojne wchodza do uktadu sprzgzonego, obserwuje si¢ znacznie dtuzsza A, niz w karotenie.

13 7 tego postulatu wynika mozliwo$é stosowania nastgpujacej konwencji: wskazniki greckie (a, B, ...), ktore

shuzyly nam do numerowania funkcji bazowych (AO) moga takze stuzy¢ do indeksowania atomow

dostarczajacych po 1 takim orbitalu. Tak wigc ¥, oznacza orbital 2p,, ktérego dostarcza o-ty atom wegla.
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gdzie U, jest energia potencjalng i-tego elektronu w polu dodatnio natadowanego

rdzenia o-tego atomu, VX([) to energia potencjalna i-tego elektronu w polu wytworzonym
przez obojetny atom X w stanie walencyjnym. Sumowanie po o obejmuje atomy
dostarczajace orbitali bazowych, a po X - pozostale atomy rozwazanej czasteczki.
V. (Energia w_polu rdzenia) Przyjmujemy, ze energi¢ elektronu w polu natadowanego
rdzenia atomu a, ktory dostarcza 7, elektronéw do wiazania m, mozna wyrazi¢ wzorem
Uu,,=V —1
o= Vet =1l Zat)| ,, ui)
§i(i)
Rozumowanie uzasadniajace wyglada nastepujaco: sprowadzajac z nieskonczonosci do

natadowanego rdzenia atomowego 7, elektronow czynimy rdzen obojgtnym tak, Ze jego
oddziatywanie z rozwazanym, i-tym, elektronem opisuje potencjat Va([) . Musimy jednakze

uwzgledni¢ oddzialywanie tego elektronu ze sprowadzanymi, ktore wlasnie opisuje catka

stojaca w powyzszej formule'.

vi. (Powiazanie orbitali atomowych z energiami jonizacji) Przyjmujemy, ze kazdy z AO
uzywanych jako funkcja bazowa spelnia nastepujace jednoelektronowe rdéwnanie

Schrodingeras
(— V3 + Ua(i))Za(i) =1, Xu(i)s

gdzie [, jest energia jonizacji a-tego atomu. Postulat ten w szczegdlnosci pozwala

stwierdzi¢, ze calka < Xali) —%Vz(i)"r‘Ua(i)

;(a(l.)>, bedaca oczekiwang warto$cia

“hamiltonianu” w powyzszym rownaniu, jest rOwna energii jonizacji, [, , a wigc wielkosci

znanej z pomiaro6w eksperymentalnych dla wszystkich rozwazanych w PPP pierwiastkow.

vii. (Zalozenie ZDO) Przyjmujemy, ze we wszystkich catkach teorii, z wyjatkiem catek

zwiazanych z operatorem rdzenia, mozna przyjac, ze
o Xpi) =0 gdy a=f
Zatozenie to (Zero Differental Overlap - zerowe naktadanie rézniczkowe) jest szczegdlnie

istotne, poniewaz pozwala drastycznie zmniejszy¢ liczbe catek dwuelektronowych

uzywanych w teorii, ktore jak wiemy sa bardzo trudne do obliczania.

5.2. Réwnania metody LCAO w przyblizeniu PPP

" Indeks j uzyty na oznaczenie kazdego ze sprowadzanych elektrondw jest czysto umowny i wprowadzony

zostat dla uniknigcia dwuznacznosci, po jakich wspotrzednych odbywa si¢ catkowanie.
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Zobaczmy teraz, jak wygladaja rdwnania Hartree-Focka-Rothmaana metody LCAO po przyjeciu

powyzszych postulatow.

O A, = <Za(,')

~3 V0| 2.

o a2V ) + o[ 2V

Po uwzglednieniu wspomnianej wczesniej zalezno$ci wyptywajacej z przyjetego uproszczonego

)(a(,-)>

| Zats)

rownania Schrodingera dostajemy

My =—1,+ <Za(,~) ’;Uﬁ

ol i) + (o

Z kolei uwzgledniajac postulat v.

e ==L+ 2o Vol o)~ ol 2o ’T’Zﬂ ati) + 2 etV 2et)
*a UU
Oznaczamy:
o =+ 2 2oVl 2eto) + 2o eVl o)
p+a
Gy = Xat) X st !—!xﬁ a() O

Tij(a)
Powyzsze wyrazenie na catk¢ rdzeniowa diagonalna mozna wigc ostatecznie zapisaé jako
h,, =0, + ZnﬁGmﬂﬁ
pra

00 Rozwazmy teraz element pozadiagonalny

haﬂ = <Za(i) _%Vz(")’Zﬁ(i)> + Z<Za(i) U Zﬁ(z‘)> + ;<la(z’) V Zﬂ(z’)> =
V4

(Zato| =1 V20 + Uiy + U 20) +

+ 2 zaolVooltan) = 2 nzaoi = 00)

y=a.p y=a,p (i)

Na mocy jednak zatozenia ZDO (vii) wystepujaca tu calka dwuelektronowa jest do zaniedbania. [

Wigc ostatecznie

hop = Zut| =

V()+U( +U ’;(ﬁ > Zn <;5a ’V

}’#D!

)= Bap

Stosujemy skrotowe oznaczenie poniewaz warto$ci tego wyrazenia i tak nie liczy si¢ wprost, ale
znajduje z pewnych danych do§wiadczalnych.

Mozemy juz teraz poda¢ réwnania na elementy macierzowe operatora Hartree-Focka w
przyblizeniu PPP. Poniewaz obowiazuje przyblizenie ZDO liczba catek dwuelektronowych zmniejsza

si¢ bardzo znacznie, a te ktore zostaja maja najwyzej dwa wskazniki r6zne, mozemy zastosowac

skrocong formg zapisu G, = g, - Mamy wigc
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Faa = haa + zp#v(Gaaﬂv - %Gav,ua): Boe — znﬁGaa,b’,b’ + zpl“’ (Go‘“/“’ _%Ga"/m):

JTR% P+a 7R %

=0y + 5 Pue€un + ;(Pﬂﬂ g )gaﬁ
a

Dalej liczymy

Faﬂ = haﬂ +ZpHV(Gaﬁuv _%Gavyﬁ): ﬂa _%paﬂgaﬁ :
J7R%

5.3. Parametryzacja empiryczna W, Bqs, 9ap (dla polienéw)

Istote wszystkich metod potempirycznych stanowi dazenie do maksymalnej redukcji liczby
calek, jakie trzeba wyznacza¢ ze skomplikowanych nieraz rachunkéw i proba ich zastgpienia
wielkos$ciami dajacymi si¢ mierzy¢ do§wiadczalnie dla pierwiastkow lub prostych zwiazkéw tej samej

klasy. W uzyskanych réwnaniach Hartree-Focka-Roothaana dla metody PPP

Foy =0y + 5 Poy8un t Z(pﬁ/s _nﬂ)gaﬂ
pa

— 1
Faﬁ - ﬂaﬁ _Epaﬁgaﬁ
parametry @, 5,5, oo 8,; musza by¢ ocenione wlasnie w taki sposob. Na szczescie, z wyjatkiem

,Baﬁ maja one prosta interpretacj¢ fizyczna, co umozliwi ich wyrazenie przez takie mierzalne

wielkosci, jak energia jonizacji, powinowactwo elektronowe, czy odleglos¢ migdzyatomowa.

*  w,- energia jonizacji poprawiona ewentualnie o sumg catek, zwanych calkami penetracyjnymi.
w, =—1, + ﬂz<la(,~) ’V/}(i) Za(,-)> +§,<Za(,~) ’Vx(,-)

Zwykle zaniedbuje si¢ wplyw calek penetracyjnych i przyjmuje za wielkos¢ tego parametru po prostu

Za(z‘)>

energi¢ jonizacji danego atomu. W naszym przypadku chodzi o pierwsza energi¢ jonizacji wegla. Wg

Bilingsleya i Bloora (gdzie poprawki od calek penetracyjnych sa uwzglednione)
w,=-11.16eV

* g, - catka dwuelektronowa wyrazajaca odpychanie dwoch elektroné6w na jednym orbitalu 2p, a-
tego atomu wegla. Niech £ (X ) oznacza catkowita energi¢ drobiny ”X”. Z definicji pierwszej
energii jonizacji

E(C)=E(C")- 1. *)
Natomiast rozwazajac usunigcie 2 elektronéw (o ktorych zakladamy, Zze oba obsadzaja orbital 2p,)
z anionu C~ musimy wykonaé prace rowna -2-(energia jonizacji) pomniejszong o energie ich
odpychania wyrazona catka g,,. Mamy istotnie

C*:[Hel(2s)(2p,) (2p, ) 2p.)

C:[Hel2s) (2p,) (2p, ) (2p.)
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Wiec
Ec)=E(c7)-21. +g,, (%)
(*) 1 (**) umozliwiaja wyznaczenie catki dwuelektronowe;j
8aa = E(C_)_ E(C)+ Ie=1.~ A(C)
gdzie wprowadzono powinowactwo elektronowe, A(X ) Przyjmowana dalej wartos¢ liczbowa:
g, =11.13eV
* g, - calka dwuelektronowa wyrazajaca odpychanie dwoch elektronéw na orbitalach 2p,
zlokalizowanych na 2 atomach wegla o numeracha, . Zaleze¢ bedzie na pewno od odlegto$ci

obu atoméw (Raﬁ) W przypadku « = [ calka ta przechodzi w poprzednia, a dla Raﬂ — 400

opisuje oddziatywanie ladunkow punktowych i wowczas maleje jak l/ R,; . Dla odlegtosci

posrednich stosuje si¢ wzory interpolacyjne, np. wzor Matagi-Nishimoto

143994V
Eap =7 47 R,

gdzie A4 jest dobrane tak, aby dla R ; =0 otrzyma¢ g, . Wartos¢ 4 wynosi 0.12937 nm.
. :Ba/; - jedyny parametr w PPP, ktory nie posiada prostej interpretacji fizycznej i musi by¢

dobierany tak, aby uzyska¢ dobre, zgodne z do$wiadczeniem, wyniki dla pewnej klasy zwiazkow

“wzorcowych” na ktorych testuje si¢ metodg. Opracowano wiele rdznych wzorow

interpolacyjnych uzalezniajacych f, 5 0d odlegtosci migdzyatomowe;j, rodzaju pierwiastkow itp.

Wielkos¢ ta silnie maleje z odlegtoscia (np. wg Kohna jak Raﬂ,_é) stad mozna ja zaniedbaé dla

atomoOw nie sasiadujacych ze soba. Wg Bilingsleya i Bloora, dla odlegtosci 0.140 nm (przyjetej
jako dlugos¢ wiazan wegiel - wegiel w polienach) wynosi ona

B, =-2.319eV

5.4. Zastosowanie metody PPP do karotenu i innych podobnych zwigzkéw

W odréznieniu od metody Hiickla, PPP musi by¢ oparte na rachunku iteracyjnym i musi by¢
wspomagane obliczeniami numerycznymi. Zawarty na dotaczonej do pracy dyskietce, a szerzej
oméwiony w uzupelnieniach'® program ppp - X napisany przez autora umozliwia, w oparciu o wyzej
wyprowadzone wzory 1 podane przyktady parametryzacji, dokonanie stosownych obliczen. W jednym
z nastegpnych punktow oméwimy doktadniej uzyskane w ten sposdb wyniki, podczas gdy teraz

ograniczymy si¢ do podania wynikow dla karotenu

' Dodatek zawiera m.in. oméwienie algorytmu i sposobu konstrukcji programu oraz instrukcj¢ obstugi.
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HOMO= -7.595435 eV, LUMO= -3.594164 eV,
I= 309.862058 nm

Znaleziona dtugo$¢ fali A, =310 nm, ktory to wynik rézni si¢ od wartosci doswiadczalnej o 32%.

5.5. Modyfikacja metody PPP przez ”uciaglenie” wektora obsadzen

Glowna przyczyna stosunkowo duzych rozbieznosci wynikow uzyskanych sposobem Hiickla i
za pomoca PPP w stosunku do prawdziwych wartosSci jest zalozone dla uproszczenia “zamrozenie”
polozenia poziomdéw energetycznych w czasie przenoszenia 1 elektronu z HOMO na LUMO. W
rzeczywistosci poziomy ulegaja przesunigciu. Nie chcac uwzglednia¢ mieszania konfiguracji
(wykraczajacego poza ramy przyblizenia jednoelektronowego), najpoprawniej bytoby odja¢ catkowita
energi¢ elektronowa w pierwszym stanie wzbudzonym (i to singletowym) od catkowitej energii
elektronowej w stanie podstawowym. Rodza si¢ jednak w odniesieniu do metody PPP te same dwie
zasadnicze trudnos$ci co przy metodzie Hiickla: podane rownania metody PPP nie dotycza stanéw
otwartopowtokowych a poza nie mamy dostgpu do catkowitej energii elektronowe;j.
Mimo to mozna sprobowaé obliczy¢ dokladniej energi¢ przejscia HOMO — LUMO przy zatozeniu
pewnej, umiarkowanej zmienno$ci potozenia poziomoéw orbitalnych w zaleznosci od rozmieszczenia
elektronow.

W teorii funkcjonatow gestosci (DFT), opartej na zupetnie innych przestankach niz przyblizenie

jednoelektronowe mozna wykazaé za Slaterem, ze z tzw. tw. Janaka wynika, iz szukana energia
przejScia moze by¢ znaleziona, jako roéznica e,,,,, —€yono Obliczona dla “stanu posredniego” w
ktérym (formalnie) na orbitalu LUMO znajduje si¢ ”’1/2 elektronu” a na HOMO 3/2 elektronu”. To
uciaglenic wektora obsadzen i dokonanie obliczen dla “afizycznych” stanow posrednich pasuje
znacznie lepiej do filozofii DFT, niz do modeli jednelektronowych, ale sprobujmy zastosowac
podobne rozumowanie tuta;.

Za wektor obsadzen w naszym przypadku jest tylko jedna liczba x przyjmujaca wartos¢ 0 dla
stanu podstawowego (HOMO)Z(LUMO)0 i 1 dla pierwszego wzbudzenia (HOMO)I(LUMO)I.
Okresla ona wige liczbe elektrondw obsadzajacych stan LUMO. Sprébujmy na potrzeby obliczen,
przypisaé tej wielkosci charakter ciagly, czyli zatozy¢, ze jest liczba rzeczywista z przedziatu [0;1].
Catkowita energia elektronowa, E, nie jest suma energii orbitalnych wszystkich elektronow, ale
zawiera jeszcze sume¢ calek kulombowskich i wymiennych, ktoéra roboczo nazwiemy reszta, R.
Zatézmy ponadto staba zmienno$¢ energii orbitalnych e, = e, (x) oraz reszty R = R(x) . Przekonamy
sig, ze zachodzi wowczas nastgpujace twierdzenie: energia przeniesienia 1 elektronu z HOMO na
LUMO moze byé przyblizona roznicq energii odpowiednich poziomow znalezionq dla stanu

posredniego, tzn. 0 < x < 1. (Bierze sig zwykle x =1/2). Uzasadnienie:
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[0 Zgodnie z tym co powiedziano

H-1

E(x) = 2Zel. (x)+ (2 - x)eH (x)+ xe, (x)+ R(x)

i=1
gdzie H, L oznaczaja numery pozioméw HOMO i LUMO. Przy poziomach 1,2,...,H-1 stoi 2" bo
sa one obsadzone zawsze przez dwa elektrony, poziom H jest obsadzony przez 1 elektron “staty” i
1-x elektronu “ruchomego”, na L mamy tymczasem x elektronu “ruchomego”. Rézniczkujac

wyrazenie na E dostajemy

226 (2 x)eH( )+ e, (x)+ xe; (x)+ R'(x)

Stosujac przyjete zalozenie, ze e, R zmieniaja si¢ stabo mozemy przyja¢ iz pochodne tych
wielkos$ci po x sa do zaniedbania. W takim razie dostaniemy w przyblizeniu
E'(x)~e,(x)-e,(x)
Na mocy tw. Lagrange'a o wartosci $redniej
E(1)-E(0)=E'(8), gdzie 0<6<1
Zauwazmy, ze szukana AE jest wlasnie r6znica mi¢dzy stanem x=1 a x=0. Zatem w przyblizeniu
AE ~e,(0)-e,(0)

Biorac arbitralnie 8 =1/2 otrzymujemy teze. O
Trzeba uczciwie przyznaé, ze twierdzenie to opiera si¢ na zatozeniu, ze pochodne e i R po x sa
zaniedbywanie male w poréwnaniu z réznica energii e, —e, , ktore nie musi by¢ spehnione,
zwlaszcza dla sumy pochodnych e/ (x) po wszystkich poziomach ponizej HOMO, ktérych moze by¢
catkiem sporo. Z drugiej jednak strony, mozna przypuszczaé, ze to, co rozgrywa si¢ w obregbie
najwyzszych 2 sposrod obsadzonych pozioméw energetycznych nie powinno mie¢ wigkszego wplywu
na energi¢ wewngtrznych elektronéw. Tak, czy inaczej, odejmowanie energii LUMO od HOMO w
stanie posrednim powinno da¢ lepsze wyniki niz obliczanie tej r6znicy w stanie podstawowym, co jest
zreszta zgodne z intuicja.

Rodzi sig jednak pytanie, jak nalezy opisywac stany posrednie, dla utamkowych wartosci x?

Otéz przyjmiemy roboczo, ze nie bedziemy zmienia¢é wyrazen na elementy macierzowe operatora

Hartree-Focka ( F o5 )» @ Jedynie elementy macierzy tadunkow i rzedow wiazaf zostang poddane tej

modyfikacji, tj. w wyrazeniu p,, = Zn i’ przyjmiemy
J

2% =l H-1
32 j=n
YN =1
0,  j=L+l...n
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We wspomnianym programie wykonujacym potrzebne obliczenia mozna zreszta wybraé, czy chce si¢
wykonywa¢ obliczenia w “normalny” sposob (bez stanu posredniego), czy tez z uzyciem tego

formalizmu.

5.6. Obliczenia dwoma wariantami metody PPP dla polienéw liniowych o réznej
diugosci tancucha

Ponizsza tabela i wykres zawiera wyniki obliczen A_, dla polienéw o roznej dtugosci tancucha

wykonanych metoda Hiickla, metoda PPP oraz PPP ze stanem po$rednim. Dla uproszenia przyjatem
dhugos¢ wiazan wegiel- wegiel we wszystkich zwigzkach za réwna 0.140 nm, co pasuje stosunkowo
dobrze do duzych uktadéw (karoten, likopen), ale w przypadku mniejszych moze by¢ przyczyna
btedow. Poniewaz celem pracy jest opis zwlaszcza duzych czasteczek, a btad wynikajacy z réznicy w
dlugosci wiazan jest prawdopodobnie mniej istotny niz wiele innych, znacznie powazniejszych,

wpisanych w istote metody, zdecydowalem si¢ przyja¢ jednakowa dtugo$¢ wiazania wegiel - wegiel.

dtugos¢ fali [nm]:
nazwa liczba at. C| metoda Huckla PPP PPP ze st. posr. | doswiadczenie
butadien 4 167 164 229 217
heksatrien 6 232 196 281 258
witamina A 8 298 223 327 350
karoten 18 626 310 499 455
likopen 22 758 331 549 500

Jak mozna zauwazy¢ wyniki uzyskane za pomoca metod Hiickla i z réznicy energii HOMO
LUMO w PPP niezbyt dobrze pasuja do wynikow doswiadczen. Wprowadzenie modyfikacji, stanu
posredniego, do metody PPP poprawito zgodnos¢ z eksperymentem. Uzyskiwane w tym modelu bledy

nie przekraczaja 10%, co - wobec jego prostoty rachunkowej - mozna uznaé za sukces.

Wyniki teoretycznych obliczen a wartosci eksperymentalne

1000

900 -
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X
700 -
X
E 600
= O X met. Huckla
s
o 500 A O | | APPP 3
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%
A
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X
100 A
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Uzupetnienia

6. Obliczenie catek dla ukiadu H-H

6.1. Trudnosci rachunkowe

Przystegpujac do obliczenia catek naktadania oraz calek jedno- i dwuelektronowych stajemy
przed powaznym problemem doboru odpowiedniego uktadu wspotrzednych, w ktorym iloczyn funkcji
podcatkowej i elementu objgtosci posiada mozliwie prosta postac. Pozadana cecha bedzie zwlaszcza
wystepowanie co najmniej jednej zmiennej tylko w rézniczce lub w prostej funkcji (np. x, x°).

Warunkoéw tych nie spelniaja raczej wspohrzgdne sferyczne biegunowe, w ktorych najczesciej

A

h

ZA>’

przedstawiamy orbitale atomowe. Zobaczmy, jaka jest jawna postaé catek < X4 | X B> , < X4

A

h

< Xelhlx A> we wspotrzednych biegunowych. Orbitale 1s wycentrowane na jadrze A 1 B (w uktadzie

jednostek atomowych) maja postac:

2.4(r)= %GXP(—r) ,

25(r)= LeXp(—\/r2 + R* —2Rrsin $cos @)
T

=

gdzie R jest odlegloscia miedzy jadrami (poczatek uktadu przyjmujemy w jadrze A). Catka naktadania

ma postac:

2 Vg +00
(xalxs)= 1 J-d(PIdS.[exp(—r—\/rz +R?> —2Rrsin 9cos@)r’ sin Hdr
7 0 0 0

Aby wyliczy¢ pozostale dwie catki musimy znalez¢ h X4

A 1., 1 1
hy,=|=p" ——- > - > Xa=
2 r \/r —2Rrsin9cos@+ R
2
= _ia_ _LAz_l_ 1 ! exp(-r) =

r
2ror’ 2r' 1 [P —2Rrsingcosg+ R |V

1|1 1
—+
Jr |2 \/r2—2Rrsin8005(p+R2

exp(—r)

Funkcje, ktore trzeba jeszcze pomnozy¢ przez element objgtosci we wspotrzednych biegunowych i

wycatkowac po calej przestrzeniu sa wigc nastepujace:

A 1)1 1
Xihx,=——| 5+ > - B exp(—2r)
7|2 \/r —2Rrsin8cos+ R
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)(BhA;(A—l ! exp(—r — /7> — 2Rrsin $cos @+ R*)

—+
72\’ —2Rrsin9cos+ R’
Wida¢ stad jasno, ze wspotrzedne, ktorych uzywamy nie sa odpowiednie do tego typu obliczen.

Poszukamy zatem innych uktadoéw, bardziej pasujacych do symetrii czasteczki wodoru.

6.2. Okreslenie wspétrzednych eliptycznych w R®

Wezmy 2 punkty O; i O,, odlegle o R, wyznaczajace pewna prosta na plaszczyznie (rys 1.)
Zauwazmy, ze dowolny punkt tej plaszczyzny daje si¢ jednoznacznie opisaé przez podanie odlegtosci
r; 1 r; od obu centrow. Aby opisa¢ w ten sposéb dowolny punkt przestrzeni, ustalamy najpierw
plaszczyzng I1, w ktorej lezy on, O; i O,, a nastepnie oprocz r; i r, podaé takze kat dwuscienny 6

pomigdzy I1, a pewna ustalong plaszczyzna I1, przechodzaca przez centra O; 1 O,.

rys 1. Wspotrzedne eliptyczne na plaszczyznie. Poprzez r ds ) .
skrecenie tego rysunku o kqt 6 promienie r; i ry mogq

pokazywaé na dowolny punkt przestrzeni.

3 R 3
Stosunkowo proste rozwazania geometryczne pokazuja, jaki jest zwiazek tak okreslonych
wspotrzednych eliptycznych z kartezjanskimi, jezeli przyjmiemy, ze Il, zawiera os z, O; jest

poczatkiem uktadu wspoétrzednych, a O, lezy na osi x:

e R+ rlz - r22
2R
2 2 2 2 4 4
y= \/2R2r1 +2R%r, +22}1;1 B -R'-1 -1 <ing
. \/2R2r12 + 2R2r22 +2211;12r22 ~R* - 1’14 - r24 030
Element objetosci we wspotrzednych eliptycznych wynosi
o or, 00
dxdydz=det % (;i % drdr,d6 = ”—I?drldrzde :
hoooh
x x e
or, or, 00
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a wigc wbrew pozorom okazuje sie by¢ bardzo prosty. Drugi plus przyjecia takiego uktadu

wspotrzednych to fakt, ze oba orbitale 1s, jakie wystepuja w powyzszych catkach posiadaja bardzo
prosta postac¢ 1/ - exp(-r), 1/ - exp(-r,) .

W dotychczasowych rozwazaniach pomingli$my jeden bardzo istotny szczegdt - nie wszystkie
pary r; i r, posiadaja sens, bo wspotrzedne te musza spetnia¢ nierowno$¢ trojkata r, +7, = R.
Uwzglednienie tego warunku w takiej postaci bardzo komplikuje catkowanie, nawet gdy znamy

granice zmienno$ci 7; 1 7,. Problem ten mozna bardzo tatwo rozwiaza¢ modyfikujac nieco uktad

wspotrzednych eliptycznych. Mianowicie potézmy

P=n
A=r+r,
0=0

Zmiana jakiej dokonali$my jest niewielka, ale upraszcza sprawe catkowania, bo nierdéwnos¢ trojkata
przyjmuje teraz posta¢ A > R, zamiast 7, +7, 2 R (udato si¢ wigc napisa¢ warunek natozony na
obszar calkowania w postaci nierdéwnosci z udzialem 1 zmiennej). Parametr A ma prosta interpretacjg -
wyraza “dtugo$¢ sznurka” potelipsy o ogniskach w O; i O,, na ktorej lezy rozpatrywany punkt

przestrzeni. Teraz element objeto$ci wyraza si¢ nastgpujaco
-
dxdydz = %dpdﬂd@ .

Pozostata jeszcze sprawa gramic calkowanmia. Latwo zauwazy¢, ze 0<6 <27, 0< A <400,

A—-R A+R
Natomiast r przebiega wszystkie wartosci od do (zob. rysunek). Orbitale 1s dla

2 2

wodoru maja takze teraz réwnie prosta postac: 1/ Jr- exp(—p), 1/ - exp(—1 + p)

Ol

v
rys. 2. Najdluzszy i najkrotszy promien wodzqcy zatoczony z O. 7 o,

min

/ max

6.3. Obliczenie catek jednoelektronowych
Wykorzystanie wprowadzonego powyzej uktadu wspotrzednych umozliwia znalezienie

analitycznych wzorow na calki jednoelektronowe (oraz catke¢ naktadania).

1. Calka nakladania <)(A |)(B> .
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(/I+R)

(Xl 25)= J'dHJ'dl [ pl= p)lexp( AMp = (; +R+1j = 0.753

(/1 R)

2. Catka(y,|iz,).

-» e’ Jp(z P) gy —

(/I+R)
(alilz.0) = fdef‘”f\/— ( r Jx(i-p)) R

R

3. Calka <;53 |fz|;(A>

l+R B
et Jofur | o 24245

:_jdejdzj ( (A- p)+pjdp——[%R2+%R+%je_R:—0.968a.u.

6.4. Obliczanie calek dwuelektronowych

=;jdﬁjdl j eZPGp(z—p)wjdp:R—”eZR—R2;2:—1.110 a.u.

Uktad wspotrzednych eliptycznych nadaje si¢ réwniez do wyznaczenia catek dwuelektronowych

dla uktadu H-H. Ustalmy w przestrzeni uktad wspotrzednych eliptycznych, biorac za centra oba jadra

atomowe 1 opisujac w nim potozenie pierwszego elektronu (P,A,@). Wezmy teraz jedno z jader oraz

pierwszy elektron jako centra drugiego uktadu wspoétrzednych eliptycznych, w ktorym bedziemy

rys. 3. Schemat opisu dwoch
elektronow  we  wspotrzednych

eliptycznych.

opisywac potozenie drugiego

elektronu (p,1,0). A R

B

Zalaczony rysunek przedstawia ideg tego sposobu opisu (dla uproszczenia nie zaznaczano katow ® i 0

- w rzeczywistosci elektronu nie musza by¢ w jednej plaszczyznie.
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Wszystkie zmienne wystepujace w slaterowskich postaciach orbitali atomowych 1s daja si¢

bardzo tatwo wyrazi¢ za pomoca p, A, P 1 A. Jest tak z wyjatkiem czwartej z wspomnianych catek -
(;{ 4 ;(B| X4 )(B) - w ktorej odlegtos¢ elektronu 2 od jadra ”B” (1) wyraza si¢ znacznie bardziej

skomplikowanym wzorem. Stosujac elementarne (aczkolwiek dos¢ dtugie) rozwazania geometryczne

mozna pokazac, ze

u=1p>+R>-2R(gcos B+ hsin Bcosd),

gdzie

AR el U
2p

. \/4p2P2 —(p2+P2—(ﬂ,—p)2)2
2P

P>+ R’ —(A-P)
2PR

Catki dwuelektronowe dla czasteczki wodoru stanowia juz trudniejszy przedmiot obliczen.

cosB =

Aczkolwiek ich analityczne obliczenie jest w zasadzie mozliwe, to praktycznie bytoby bardzo zmudne
1 czasochtonne, a poniewaz do celéw ponizszej pracy potrzebne sa tylko ich wartosci zdecydowatem
si¢ na ich obliczenie numeryczne.

Przy obliczaniu catek wielokrotnych w komputerze najistotniejsza sprawa jest mozliwie niska
krotnos$¢ calki (jest tak przynajmniej w przypadku algorytmu rekurencyjnego, w ktorym catka n-
krotna jest sprowadzana do obliczania n catek pojedynczych). Wspohrzedne eliptyczne umozliwiaja
fatwa redukcje krotnosci catki z iloczynu orbitali atomowych poniewaz zwykle daje sig
wyfaktoryzowaé z prosta, dajaca si¢ obliczy¢ analitycznie catkg¢ wzgledem jednej (ew. dwoch
zmiennych) i oblicza¢ numerycznie juz catke nizszej krotnosci.

I tak w obliczeniu powyzszych catek jednoelektronowych (potrojnych) mozna byto tatwo

obliczy¢ catke po 0, ktore wystgpowato tylko w swojej rozniczee i nie zalezaty od niego zadne granice
27
catkowania. UzyskaliSmy iloczyn trywialnej caltki J.O dO =2r oraz bardziej zlozonej catki

podwojnej.
Calki dwuelektronowe (szesciokrotne) stanowia bardzo duze obciazenie dla komputera, nawet

gdy jest ich tylko 4 (jak dla uktadu H-H) i sa wzigte ze stosunkowo prostych funkcji. Tym niemniej

27 2z
znowu udaje si¢ je rozbi¢ na iloczyn prostej catki .[0 dHJ.O d® = 47’ oraz calki juz tylko

2r
czterokrotnej (w przypadku calek typu (AA|AA), (AAJAB), (AA|BB)) lub catki J.o d@ =2r oraz

calki pieciokrotnej (przypadek typu (AB|AB)). Ta wilasno$¢ uktadu wspotrzednych eliptycznych, ze

jedna ze zmiennych - zmienna katowa ® (ew. réwniez 0) - wystepuje w wyjatkowo prostych
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funkcjach nie jest oczywiscie przypadkowa. Jest ona efektem specyficznej symetrii MO dla
rozpatrywanego uktadu, do ktorej to symetrii dobrze pasuje wiasnie uktad wspotrzednych
eliptycznych (podobnie jak dla atomu o symetrii sferycznej odpowiednim uktadem jest uklad
sferycznych biegunowych.

Zalaczony na dyskietce program hydrogen.x (dla srodowiska Unix (Linux)) wyznacza
numerycznie warto$ci cafek dwuelektronowych ( XX ’ XX ), ( XX ’ XX ),
(;(A;(A’;(A;(B),()(A)(B’;(AZB) oznaczanych w programie jako “(AAJAA), (AA|BB), (AAJAB),

(AB|AB)”. Wyniki sa wyswietlane na ekranie i trafiaja do pliku hydrogen.out. Algorytm polega na
rekurencyjnym wywotywaniu funkcji calkujacej dla coraz nizszego stopnia catki. Na kazdym takim
etapie catka pojedyncza jest obliczana metoda trapezéw. W obliczenia zatozono odleglo$¢ obu jader
rowna empirycznie wyznaczonej dlugosci wiazania H-H tj. 1,4014 a.u.

Trzy pierwsze z powyzszych catek dwuelektronowych sprowadzaja si¢ do obliczenia calek
czterokrotnych, natomiast ostatnia (AB|AB) wymaga pigciokrotnego catkowania (jest tak, gdyz w
podanym wyrazeniu na u zmienna katowa 0 wystepuje w skomplikowanym wyrazeniu, ktore nie moze
by¢ catkowane analitycznie. W zwiazku z tym program wykorzystuje dwie procedury - quad4() i
quad5() odpowiednio dla catek krotnosci 4 i 5. Pobieraja one m.in. ”aktualng krotnos¢” (wywotuja
si¢ rekurencyjnie), wskaznik do calkowanej funkgji i liczbg punktow podziatu, ktérymi beda dzielone
zakresy kazdej ze zmiennych. Dokladniejsze informacje na ten temat zawieraja komentarze w
dostarczonym na dyskietce kodzie zrodtowym programu.

Nawet dla stosunkowo niewielkiej'® liczby punktéow podziatu wynoszacej 50 uzyskane wartosci
maja si¢ do$¢ dobrze do tych prezentowanych na stronie 19, wyznaczonych doktadniejszymi

metodami. Uzyskujemy bowiem

(razxazs)=0.621 an,
(raxalzazs)=0423au
(124|225 )=0.501 2.
(

LaX sl X a2s)=0.358 au.

7. lteracyjne rozwigzywanie réwnan metody PPP w zalaczonym

programie

7.1. Algorytm i konstrukcja programu

1® Efekt kompromisu miedzy doktadnoscia obliczen, a czasem wykonywania programu, ktory jest do$¢ znaczny.
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Jak juz wspomniano, iteracyjne obliczenia dla metody PPP realizowatem za pomoca programu

komputerowego. Jego dziatanie polega na:

L.

Wyznaczeniu odlegltosci migdzy poszczegdlnymi atomami wegla a nastgpnie calek
dwuelektronowych g, ze wzoru Matagi-Nishimoto (dtugos¢ wiazan wegiel - wegiel przyjgto na

0.140 nm).

Znalezieniu pierwszego przyblizenia szukanych MO za pomoca wzoru wynikajacego z metody
Hiickla.

Wyznaczeniu macierzy tadunkéw i rzeddéw wiazan.

Obliczeniu elementéw macierzowych operatora Hartree-Focka

Diagonalizacji operatora Hartree-Focka w bazie ortonormalnej (znaleziona macierz przej$cia
zawiera lepsze przyblizenie szukanych orbitali, a warto$ci wlasne to energie kolejnych pozioméw
orbitalnych) Procedura diagonalizujaca macierze rzeczywiste symetryczne (metoda Jacobiego)
zaczerpnigta z ksiazki Numerical Recipies in C, Cambridge University Press.

Wyznaczeniu macierzy ladunkéw i rzedow wigzan oraz jej porOwnanie z otrzymang w
poprzednim kroku iteracyjnym (jesli » - najwigksza z réznic pomigdzy odpowiadajacymi sobie

elementami p,; - przekracza zadany parametr &, powtarzane sg kroki 4, 5, 6).

Dla kazdego kroku iteracyjnego program podaje numer iteracji, znalezione energice HOMO i LUMO

oraz rdznicg r. Po zakonczeniu obliczen iteracyjnych program wypisuje orbitale molekularne w bazie

oraz macierz fadunkow i rzedéw wiazan. Na koncu podaje roznice energii migdzy HOMO - LUMO i

wynikajaca stad dlugos¢ fali w nm.

7.2. Obstuga programu

Program pobiera dane z pliku o rozszerzeniu .in. Musza one by¢ zapisane w formacie:
N=[liczba atomoéw wegla (oczywiscie tylko tworzacy rozwazany tancuch z wigzaniami
sprzgzonymi|]
I =[liczba iteracji, po jakich program bgdzie drukowat podsumowanie]
Eps=[wielko$¢ parametru & (zob. wyzej), okreslajacego wymagany stopien uzbieznienia.
open=[0, jesli obliczenia maja by¢ wykonywane bez stanu posredniego” lub 1 w
przeciwnym wypadku]

Dane te powinny by¢ wpisane w podanym porzadku, bez pustych linijek, czy jakichkolwiek

dodatkowych znakow. Inaczej program nie begdzie pracowal. Przyktadowe dane do obliczen dla

karotenu:

N=18
1=15
Eps=1le-7

open=1
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Aby unikna¢ bledow przy sporzadzaniu pliku z danymi najlepiej skopiowac i zmieni¢ ktorys$ z
dotaczonych na dyskietce (np. carrot. in dla karotenu, z ktorego pochodzi powyzszy wyciag).
Uruchomienie programu wyglada nastgpujaco
/ppp-X [nazwa pliku]

gdzie [nazwa pliku] jest nazwa bez rozszerzenia .in (!) pliku z danymi, ktéry powinien znajdowacé si¢

w tym katalogu, co plik wykonywalny. Program wpisuje wowczas wyniki obliczen do pliku [razwa
pliku].out, ktéry mozna obejrze¢ za pomoca edytora tekstowego. Przykltadowe wywotanie ma postac
./ppp.x carrot
co spowoduje pobranie danych z pliku carrot. ini wpisanie wynikéw do carrot.out.
Do pracy dolaczono dyskietke zawierajaca plik wykonywalny (ppp -x) oraz kod zrédtowy (w
jezyku C). wraz z makefile, ktory - mam nadziej¢ - umozliwi tatwa kompilacj¢ i konsolidacje na
wigkszo$ci maszyn. Caty program jest napisany wytacznie z uzyciem bibliotek standardowych, zatem

powinien da¢ si¢ skompilowac za pomoca wigkszosci kompilatorow.
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